
























































いて概略する [1, 2, 3, 4, 5]．N 次元空間内の保存力による力学系の状態を記述するラグランジュ





ジュ関数が特異であるとは，一般化座標 qi と一般化運動量 pi ≡ ∂L(qi ,q˙i)∂q˙i を使って q˙i が一意的に
表現できないことを言う．数学的には特異であるための必要十分条件は，ヘッシアン行列





証である．特に，ヘッシアン行列 Aの階数が N − Rである場合，一般化座標と運動量の間に R
個の関係式
Φα(qi, pi) ≈ 0 (α = 1, · · · ,R) (2)
が存在することになる．ここで，≈は，弱等式と呼ばれるものである．その意味は，拘束条件





HT = H + υαΦα (3)
によって，より一般的に置き換えられる．ここで，Hは正準ハミルトン関数





粒子の運動が拘束条件 Φα(qi, pi) によって規定される拘束面に停留するためには，その時間
発展
Φ˙α = {Φα,HT} ≈ 0 (5)
が弱等式の意味で零であることが要請される．この要請は，整合性の条件と呼ばれる．整合性の
条件から，新しい拘束条件が見出される可能性がある．この条件から見出される新しい拘束は，
二次拘束条件と呼ばれる．以下では，一次拘束条件と二次拘束条件を併せて ϕa(a = 1, · · · ,R+ T )
と記す．ここで，T は，独立な二次拘束条件の総数を表わす．
ディラックに倣い，すべての拘束条件 ϕa に対して
{ f (qi, pi), ϕa} ≈ 0 (6)
を満たす相空間上のある関数 f (qi, pi)は，第一類の量と呼ばれる．それ以外の量を第二類の量
と呼ぶ．第一類の量を使って表わされる拘束条件を第一類拘束条件と呼び，第二類の量によっ
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て与えられる拘束条件を第二類拘束条件と呼ぶ†1．全ての拘束条件 ϕa(a = 1, · · ·R + T )は，第一
類拘束条件 ψi(i = 1, · · · I)および第二類拘束条件 φi(i = 1, · · · ,M)に分類される．
第二類拘束条件 φi(i = 1, · · · ,M)に対して，M × Mの正則行列
Ci j = {φi, φ j} (7)
が定義できる．行列 Cが正則であるため
Ci jC−1jk = δik (8)
となる逆行列 C−1が存在する．ディラックの一般正準理論では，任意の力学変数 A, Bに対する
ポアソン括弧の役割が
{A, B}∗ = {A, B} − {A, φi}C−1i j {φ j, B} (9)
によって定義されるディラック括弧に置き換えられる．ディラック括弧が有する特性から，全
ての第二類拘束を強く零であると要請することができる．また，拘束条件が全て第二類拘束条
件のとき，全ハミルトン関数 (3)に現れる係数 υm は，整合性の条件 (5)から








q˙1 = −ωq2, q˙2 = ωq1 (12)
†1 第二類拘束条件は第一類拘束条件の線形結合だけの不定性がある．さらに，例えば第二類拘束条件
の二乗は，第一類拘束条件である．











p1 = −ωq2, p2 = ωq1 (14)
と得られ，座標と運動量の間に一次拘束条件
Φ1 = p1 + ωq2 ≈ 0, Φ2 = p2 − ωq1 ≈ 0 (15)
が見出される．ここで，これらの拘束条件 Φ1 と Φ2 は，関係
{Φ1,Φ2} = {p1 + ωq2, p2 − ωq1} = 2ω (16)
を満たすため，第二類拘束条件に分類される．
正準ハミルトン関数は，式 (4)により
H = ω2[(q1)2 + (q2)2] (17)
となる．拘束条件を有する系の時間発展は，全ハミルトニアン
HT = H + υ1(qi, pi)Φ1 + υ2(qi, pi)Φ2 (18)
によって生成される．拘束条件 Φi が第二類拘束であるため，整合性の条件
Φ˙1 = {Φ1,HT} ≈ 2ω(υ2 − ωq1) ≈ 0
Φ˙2 = {Φ2,HT} ≈ −2ω(υ1 + ωq2) ≈ 0 (19)
により，未定係数 υ1 および υ2 は，それぞれ
υ1 = −ωq2, υ2 = ωq1 (20)
と選ばれる．よって，系の時間発展を支配する全ハミルトン関数は
HT = −ω(q2p1 − q1p2) (21)
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と決定される．実際，力学変数 qi, pi に対する時間発展は
q˙1 = {q1,HT } = −ωq2, q˙2 = {q2,HT } = ωq1,
p˙1 = {p1,HT } = −ωp2, p˙2 = {p2,HT } = ωp1 (22)





















{ A, B }∗ = 1
2
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{ q1, q2 }∗ = − 1
2ω
, { p1, p2 }∗ = −12ω, { q



































































{ q, p }∗ = 1, {Q, P }∗ = 0, { q, P }∗ = 0, {Q, p }∗ = 0 (28)
となることが示される．特に，座標 Q, Pと相空間上の任意の関数 f のディラック括弧は，

















[qˆ, pˆ] = i (31)




































qj → qˆ j, pj → pˆ j (34)
に置き換える．ここで，演算子 (qˆ j, pˆk)は，交換関係





HˆT = −ω(qˆ2 pˆ1 − qˆ1 pˆ2) (36)
および量子拘束条件
Φˆ1 = pˆ1 + ωqˆ2, Φˆ2 = pˆ2 − ωqˆ1 (37)
へと演算子化される．ここで，量子拘束条件 Φˆ1 と Φˆ2 の交換関係は
[Φˆ1, Φˆ2] = 2iω (38)
となる．この交換関係により量子拘束条件 Φˆiを強く零と要請することは出来ない．その代わり
に，拘束条件を演算子として零と考えるのではなく，量子拘束条件を状態ベクトル空間への制限





















(a†j − aj) (40)










[(a†1 − ia†2) + (a1 + ia2)] (41)































(a1 + ia2), B† =
1√
2
(a†1 − ia†2) (43)
である．これらの演算子が満たす代数関係は，式 (39)から
[A, A†] = [B, B†] = 1, [A, B] = [A†, B†] = [A, B†] = [A†, B] = 0 (44)
であることが示される．ここで新しく導入された演算子 A, A† は正準変数 qˆ, pˆに対するモード
の消滅・生成演算子であり，演算子 B, B† は正準変数 Qˆ, Pˆに対するモードの消滅・生成演算子
として解釈できる．この演算子表記で，ハミルトニアンは
HˆT = ω(NA − NB) (45)
と表現される．ここで，演算子 NAおよび NBは，それぞれ NA = A†Aおよび NB = B†Bによって
定義される数演算子である．数演算子と A, A† および B, B† の代数関係は




B|phys〉 = 0 (47)
を満たすことを要請する．この補助条件は，Guptaの補助条件として知られている．また，この
条件を満たす任意の物理的状態ベクトル間に対する量子拘束条件 Φˆi による遷移振幅は






〈NA〉 = 〈 |A†A| 〉 ≥ 0, 〈NB〉 = 〈 |B†B| 〉 ≥ 0 (49)
が得られる．交換関係 (46)により，A, Bはそれぞれ NA,NBの固有値を 1だけ下げる役割を果た
し，A†, B† は NA,NB の固有値を 1だけ上げる役割を果たす．したがって，任意の状態ベクトル
が上式を満たすためには，基底状態
A|0〉 = B|0〉 = 0, 〈0|0〉 = 1 (50)
が存在しなければならないことが示される．生成演算子 A† および B† を基底状態へ作用するこ
とにより，数演算子 NA と NB の同時固有状態 |m, n 〉が
|m, n〉 = 1√
m!n!
(A†)m(B†)n|0〉, 〈m, n|m′, n′〉 = δmm′δnn′ (51)
と構成される．したがって，ハミルトニアン (45)の固有値問題は
HˆT|m, n〉 = (m − n)ω|m, n〉 (52)








ハミルトニアンの固有ベクトル (51)に対する座標表示を得るために，任意の状態 | 〉に対す
る一般的な規約表現 [6]
〈 q1, q2 | qˆ j | 〉 = qj〈 q1, q2 | 〉, 〈 q1, q2 | pˆ j | 〉 = i
∂
∂qj
〈 q1, q2 | 〉 (53)
を導入する．
式 (50)により，基底状態を表わす波動関数は











































































〈 q1, q2| 0 〉 (56)
と書き改められる．さらに，波動関数の形を明確にするために，複素座標 z = q1 + iq2 を導入す
る．その結果，励起状態の波動関数は，

































































ζm (m ≥ n)
(58)




る n = 0の状態に対応する．すなわち，物理的状態のエネルギー固有関数は

















で与えられる．ここで，変数 (r, θ)は，z = reiθ によって定義される極座標変数である．
任意の物理的状態ベクトル |Phys : 0 〉に対応する波動関数の時間発展は，


































(q1)′ = cosα(q1) − sinα(q2), (q2)′ = sinα(q1) + cosα(q2) (61)
の下で形状不変性を示す．この不変性にともなう保存量は，角運動量

















pP − ωqQ, G3 = − 12ω (p
2 + ω2q2 + P2 + ω2Q2) (63)
によって定義される生成子 G0 および Gi (i = 1, 2, 3)によって生成される．これらの生成子が運
動の保存量であることが式 (22)から示される．生成子 G0 および Gi は，関係式
{G0,Gi} = 0 (i = 1, 2, 3),
{G1,G2} = −2G3, {G2,G3} = 2G1, {G3,G1} = 2G2 (64)
を満たす SO(2,2)対称性の生成子である．よって，ハミルトニアンを不変にする正準変換の母
関数は，











(G0 −G3), GB = −12 (G0 +G3) (67)
に限定される．
生成子GA,GBおよびG1,G2による正準座標 (qi, pi)の無限小変換は，付録 Bで調べられる．生




量子的対称性を探すために，全ハミルトン関数を不変にする生成子 (63)は，演算子 A, A†, B, B†
を用いて
Gˆ0 = (A†A − B†B), Gˆ1 = −(A†B† + AB)
Gˆ2 = −i(A†B† − AB), Gˆ3 = −(A†A + B†B + 1) (68)
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と置き換えられる．これらの演算子は，交換関係
[Gˆ0, Gˆi] = 0,
[Gˆ1, Gˆ2] = −2iGˆ3, [Gˆ2, Gˆ3] = 2iGˆ1, [Gˆ3, Gˆ1] = 2iGˆ2 (69)
を満足する．

















Gˆ+ = −12 (Gˆ1 − iGˆ2) = A
†B†, Gˆ− = −12 (Gˆ1 + iGˆ2) = AB (70)
を導入する．第 5節で明確に構成されたハミルトニアンの固有ベクトル (51)は，演算子 GˆA, GˆB
に対して












|m, n 〉 (71)
を満たす同時固有ベクトルである．一方で，Gˆ±は，ハミルトニアンの固有値が同じである物理
的状態と非物理的状態を繋ぐ変換
Gˆ+|m, n 〉 =
√
(m + 1)(n + 1)|m + 1, n + 1 〉,
Gˆ−|m, n 〉 =
√
mn|m − 1, n − 1 〉 (72)
を生成することが分かる．したがって，物理的状態ベクトル空間を不変にする変換は，GˆAと GˆB
によって生成される U(1)×U(1)によるユニタリー変換
U = eiαGˆA eiβGˆB (73)
によって与えられる．実際，A, A†, B, B† は，このユニタリー変換の下
A′ = U†AU = e−iαA, A† ′ = U†A†U = eiαA†,




































H∗mn(ζ, ζ¯) = Hnm(ζ, ζ¯),
Hmn(ζ¯, ζ) = Hnm(ζ, ζ¯) (75)
という対称性を持つ．この性質を満たすように通常のエルミート多項式の母関数を拡張するこ
とで，複素エルミート多項式の母関数




















複素エルミート多項式の直交性を見るために，複素数 ζ を 2つの実数 x, yを用いて























H∗mn(ζ, ζ¯)Hm′n′ (ζ, ζ¯)e
−ζ¯ζdxdy (78)
が得られる．ここで，上式の左辺は




















H∗mn(ζ, ζ¯)Hm′n′ (ζ, ζ¯)e




ここでは，式 (63)および (67)によって定義される無限小変換の生成子 GA,GB,G1,G2 による















































BΦ2 ≈ 0, δB p2 = −
1
2











δ1 p1 = 1ωq




1 = −2q1, δ2q2 = −2q2,
δ2 p1 = 2p1, δ2 p2 = 2p2 (84)
として得られる．ここで A, B, 1, 2 は任意の無限小量である．GA による無限小変換は，q1 と
p2 および q2 と p1 が同じ変換性を持つことを示している．これらの変換は，拘束面上で SO(2)
回転変換による点変換を表現する．GBによる微小変換は，拘束面上で物理的変換を引き起こさ
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A non-relativistic particle system with second class constraints is quantized in a scheme similar to
that of Gupta-Bleuler formalism in which the constraints are treated as subsidary conditions on state
vectors. In the new scheme where no reduction of the phase space takes place, the physical variables and
the original symmetry of the system are preserved. The wavefunction in configuration space is explicitly
constructed in terms of the complex Hermite polynomials. This formalism enables us to interpret properly
the wavefunction of the physical state as a probability amplitude.
Keywords: General Canonical Formalism, Gupta-Bleuler Formalizm, Complex Hermite Polynomials,
Probability Amplitude, Symmetries and Generators
